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ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢  
 

 
ΘΕΜΑ Α 
 
Α1. Θεωρία ςχολικοφ βιβλίου, ςελ. 133. 
 
Α2. Θεωρία ςχολικοφ βιβλίου, ςελ. 51. 
 
Α3. Θεωρία ςχολικοφ βιβλίου, ςελ. 185. 
 
Α4. α) Λ   ,   β) Σ   ,   γ) Σ   ,   δ) Σ   ,   ε) Λ 
 
 
ΘΕΜΑ Β 
 

Β1. Dh = Dfog = {xDg / g(x)Df} = {x 2 / √    + 1 > 1} = {x 2 / √    > 0} = {x 2 / x > 2} = (2, +∞) με  

h(x) = (fog)(x) = f(g(x)) = 2ln(√    + 1 - 1) = 2ln√    = ln(√   )
 

 = ln(x - 2). 

 
Β2. Η Συνάρτθςθ h είναι ςυνεχισ ςτο (2, +∞) ωσ ςφνκεςθ τθσ x - 2 με τθν lnx.  

Είναι h΄(x) = 
 

   
 > 0, για κάκε x > 2 ςυνεπώσ θ h είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (2, +∞), οπότε και «1-1» , 

δθλαδι ορίηεται θ h-1 με      = h((2, +∞)) = (        (           (    = (-∞, +∞) =  ,  διότι  
         (          (  (             (        ∞ ,  
   αφοφ αν u = x – 2 τότε                 (     = 0 και 
         (          (  (             (     = +∞,  
   αφοφ αν u = x – 2 τότε                 (              = +∞. 

Επίςθσ, h(x) = y  ln(x - 2) = y  x - 2 = ey  x = ey + 2 = h -1(y)  

Τελικά είναι h -1(x) = ex + 2, x . 
 

B3. Είναι        ( (   
 (  

   
)         (  (     

    (    

   
)    ,  διότι  

          (         από Β2 , 

        (
    (    

   
)         

(    (      

(     
 =        

 

   

 
 = 2, εφαρμόςαμε κανόνα De l’ hospital. 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ1.  Σφμφωνα με τα δεδομζνα τθσ άςκθςθσ: 

 Αφοφ θ f ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ ςτο +ꝏ  , πρζπει 

       
 (  

 
 = λ = 0 (1)         και              ( (       = β   (2) 

(1)        

      

    

 
          

      

    
          

   

     κ = 0 και  

(2)         (
      

    
)         (

  

    
)         (

  

  )         ( 
 

 
) = μ∙0 = 0, δθλαδι ιςχφει θ (2).  

Επίςθσ, f(x) = 
  

    
 και f΄(x) = 

 (    )     

(      
 = 

 (    )

(      
, για κάκε x  

 Επειδι θ y=x εφάπτεται τθσ Cf ςτθν αρχι των αξόνων Ο(0,0) , πρζπει  

f΄(0) = 1  μ = 1 άρα f(x) = 
 

    
, για κάκε x και f(0) = 0, που ιςχφει. 
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Γ2. i) Η ςυνάρτθςθ f ςυνεχισ ςτο IR ωσ ρθτι και παραγωγίςιμθ με f΄(x) = 
    

(      
 , για κάκε x .  

Πικανζσ κζςεισ τ.α. οι ρίηεσ τθσ f΄(x) = 0  1 – x2 = 0  x = 1. 
 

X - ∞       -1         1        +∞ 

f΄(x) - + - 

f(x)    

 τ.ε.     τ.μ. 
Σφμφωνα με τα παραπάνω προκφπτει ότι θ ςυνάρτθςθ είναι : 

Γνιςια αφξουςα ςτο *-1,1] 
Γνιςια φκίνουςα ςτα (-ꝏ,-1] , [1,+ꝏ) 

Επίςθσ θ Cf παρουςιάηει τοπικά ακρότατα : 

Τοπικό Ελάχιςτο ςτο x1=-1 με f(-1) =  
 

 
   

Τοπικό Μζγιςτο ςτο x2=1 με  f(1) = 
 

 
 

 
ii) Για το ςφνολο τιμών ζχω  

f( ) = f((-∞, -1])  f([-1, 1])  f((1, +∞)) = 

[f(-1),         (  )  [f(-1), f(1)]  (        (  , f(1)] = 

[ 
 

 
, 0)[  

 

 
, 
 

 
](0, 

 

 
] = 

[  
 

 
 , 

 

 
] 

διότι         (          (
 

    
)         (

 

  )         (
 

 
) = 0 και ανάλογα         (   = 0. 

 
Επιπλζον, 
 

α2  0 
 

 
 + α2  

 

 
 , για κάκε αIR  με τθν ιςότθτα να ιςχφει όταν  

 

 
 + α2 = 

 

 
  α2 = 0  α = 0. 

 Αν α  0 τότε 
 

 
 + α2 > 

 

 
 και θ εξίςωςθ f(x) = 

 

 
 + α2  είναι αδφνατθ αφοφ 

 

 
 + α2  ∉ f(R) . 

 Αν α = 0 τότε θ εξίςωςθ γίνεται f(x) = 
 

 
 και ζχει μία λφςθ τθν x = 1, διότι 

 

 
f([-1,1]) και f γνθςίωσ μονότονθ 

οπότε «1-1» ςτo [-1,1] . 
      

Γ3. i) Ιν + Ιν+1 = ∫
     

    

 

 
   + ∫

  (      

    

 

 
   = ∫

           

    

 

 
   = ∫

     (     

    

 

 
   = ∫       

 
   = *

 

    
     +

 

 
= 

= 
 

    
. 

 
ii) Για το Io κάνω αντικατάςταςθ ςτο αρχικό ολοκλιρωμα ν=0 οπότε γίνεται  

I0 = ∫
 

    

 

 
   = ∫

 

 
 

  

    

 

 
   = 

 

 
 [   (     ] 

  = 
 

 
 ln2. 

Σφμφωνα με το Γ3i, ζχουμε, 

 Για ν=0 :  I0 + I1 = 
 

 
  Ι1 = 

 

 
 – Ι0  Ι1 = 

 

 
 – 

 

 
 ln2 και 

 Για ν=1 :  I1 + I2 = 
 

 
  Ι2 = 

 

 
 – Ι1  Ι2 = 

 

 
 - 

 

 
 + 

 

 
 ln2  Ι2 = 

 

 
 ln2 - 

 

 
. 

  
 
 
 
 
 
 
 

0         0 
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ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1. Θεωρώ τθ φ με φ(x) = g(x) + x, x .  
φ ςυνεχισ ωσ άκροιςμα των ςυνεχών g(x), x 

φ΄(x) = g΄(x) + 1  0 για κάκε xIR , ςφμφωνα με τθν υπόκεςθ τθσ άςκθςθσ.   
Επίςθσ ,θ ςυνάρτθςθ  φ΄ είναι ςυνεχισ ςτο IR ωσ άκροιςμα των ςυνεχών g΄(x), 1.  
Άρα, θ φ΄(x) διατθρεί πρόςθμο ςτο IR οπότε θ φ είναι γνθςίωσ μονότονθ και άρα «1-1» ςτο  . 
Συνεπώσ : 

Η φ ςυνεχισ ςτο *-1,0+ με φ(-1)∙φ(0)=(g(-1)-1)∙g(0) < 0  

διότι 0 < g(-1) < 1  -1 < g(-1)-1 < 0 και 0 < g(0) < 1. 

Άρα, ςφμφωνα με το κ. Bolzano, υπάρχει ζνα τουλάχιςτον x1(-1,0) με φ(x1) = 0  g(x1) + x1 = 0.  
Το x1 είναι μοναδικό διότι θ φ είναι «1-1». 

 

Δ2. Αφοφ θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο (-ꝏ,
 

 
) κα είναι παραγωγίςιμθ και ςτο 0 δθλαδι  

       
 (    (  

   
        

 (    (  

   
  

       
  ( (     

 
        

           

 
  

        ( ( (              (  
   

 
 

   

 
 

 

    
  )  

0 = 2∙1 + 1 1 – κ = 0  
κ = 3 

 

Δ3. i) Σφμφωνα με τθν υπόκεςθ είναι f(x) = 2θμx + εφx - 3x , ςτο διάςτθμα [0, 
 

 
) και ςυνεχισ ςτο [0, 

 

 
). 

f΄(x) = 2ςυνx + 
 

     
 - 3 = 

               

     
 = 

                     

     
 = 

       (        (        (       

     
 = 

= 
(               (       

     
 = 

 (       (      
 

 
  (       

     
 = 

 (        (      
 

 
 

     
 > 0, για κάκε x(0, 

 

 
). 

Το 2ςυν2x – ςυνx – 1 παραγοντοποιικθκε ωσ δευτεροβάκμιο πολυώνυμο με μεταβλθτι το ςυνx. 

Άρα, θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [0, 
 

 
), οπότε κα ζχει ςφνολο τιμών  

f([0, 
 

 
)) = [f(0)  ,    

  
 

 

-  (  ) = [0,+∞),  διότι 

 f(0)=0  και    
  

 

 

  (      
  

 

 

 (                , είναι γνωςτό ότι    
  

 

 

        . 

 

δθλαδι f(x)  0 για κάκε x[0, 
 

 
). 

 

ii) Είναι 3f(x) = π  f(x) = 
 

 
. Όμωσ, 

 

 
 f([0, 

 

 
)) οπότε υπάρχει x2(0, 

 

 
) ώςτε f(x2) = 

 

 
.  

Το x2 είναι μοναδικό, διότι θ f είναι γνθςίωσ μονότονθ και άρα «1 - 1» ςτο [0, 
 

 
). 

 

Δ4. i) f(x) = x2(g(x)) + x) = x2φ(x), x[x,0], ςφμφωνα με το Δ1. Επίςθσ, ςφμφωνα με το Δ1, θ φ είναι γνθςίωσ μονότονθ  
ςτο   κι επειδι -1 < 0 και φ(-1) < φ(0), ςυμπεραίνουμε ότι θ φ είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  . 

Επομζνωσ, φ([x1, 0]) = *φ(x1), φ(0)] = [0, φ(0)+, δθλαδι f(x)  0 για κάκε x[x1,0]. 
 

ii) Εφόςον ςφμφωνα με τθν υπόκεςθ τθσ άςκθςθσ τα χωρία είναι ιςεμβαδικά ιςχφει 

∫   (   
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 ∫    (  
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 - 

  

 
 + 2 + 

  
 

 
 = 
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   = 1 + ln2 - 
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Επομζνωσ, το ηθτοφμενο γίνεται : 

∫     (  
 

  
   = 

 [   (  ]  
  - ∫     (  

 

  
   = 

-x1
3
 g(x1) - 3∫    (  

 

  
   = 

= -x1
3
 (-x1) – 3(1 + ln2 - 

  

 
 + 

  
 

 
.) = 

x1
4 – 3 – 3ln2 + 

  

 
 - 

   
 

 
 = 
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 + 

  

 
 – 3 – 3ln2. 

 


